A Cassini - gorbékral

Giovanni Domenico Cassini, a 17. - 18. szazadban élt olasz szarmazasu francia csillagasz

neve — egyebek mellett — a réla elnevezett gorbékrol is ismert lehet; ilyeneket mutat az
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1. abra

Az ezekkel kapcsolatos fontosabb matematikai tudnivalék megtalalhatok az interneten is
—Id.pl.:[1],[2], [ 3 ]! Odakattintva lathatd, hogy nem annyira egyszerii dolgok ezek.
Mégis, most éppen ezeket fogjuk tanulmanyozni: megmutatjuk, hogy mar egy k6zép-
iskolas tanul6 is érdemben foglalkozhat e témaval.

Nem kétséges, hogy a kupszeletek — kor, ellipszis, parabola, hiperbola — a legismertebb
sikgorbék. Gytijtoneviiket arrol kaptak, hogy egy ( kettds) korkap kiilonbozo helyzetii
metszOsikkal valo sikmetszeteiként is eldallithatok.

A Cassini - gorbék a korgytri - felilet — mas néven: torusz — metszetgorbéi:

~ a torusz ugy all el6, hogy egy r sugaru kdrlapot annak sikjaban elhelyezkedé egyenes,
mint forgastengely kortl megforgatunk — 2. &bra;

~ a Cassini - gorbék tigy allnak eld, hogy a toruszt egy a forgastengellyel parhuzamos
siksereggel metsszik el.

A toruszfelllet egy P pontjanak koordinatait egy olyan derékszdgt ( Oxyz ) koordinata-
rendszerben irjuk fel, melynek z tengelye a forgastengely. A 3. abra szerint:

X, = (R+r-sinp)-cos;

Yo = (R+r-singp)-siny;

z,=r-cosp,  ahol (1)
0<p<360°, 0<q<360°
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3. dbra
b6l kikiisz6boljiik a ¢ és a y paramétereket:

Most irjuk fel — a tovabbiakban a ,,P” indexet elhagyva—az =z ( X, y) flggvény-

A 2. és 3. abrak forrasa: [ 4 ].
kapcsolatot! Ennek érdekében (1)
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x* +y? =[(R+r-sin Lp)-COSlb]Z +[(R+r-sing)-sina]

2 PR
:(R+r-simp)2-(cosZersinsz)):(R+r-simp)2,
tehat

X* 4y =(R+r-sing) (2)
(2) - b6l pozitiv gyokot vonva és rendezve:

r-sing =+x*+vy> —R; (3)

ehhez hozzavéve ( 1 ) harmadik egyenletébdl:
r-cosy = z, (4)

(3)és(4)-bol négyzetre emeléssel és dsszeadassal:

(r-cose) +(r-sinep) =(Z)2+(W—R)2’vagyis

r’=2° +(W—R)2, innen

z*=r’ —(W—R)Z, végil

z(ny):iJrZ—(m—R)? (5)

Az (5) képlet segitségével keressik a z tengellyel parhuzamos, x = X, egyenleti
metszdsikkal keletkezd sikmetszet egyenletét. Ekkor (5) - bol:

z(xo,y)zi\/rz—(\/XSHZ —R)Z- (6)

A (6) egyenlet alapjan dolgozunk a tovabbiakban. A térbeli helyzetet a 4. abra
szemlélteti. A gorbesereg két részre oszlik, az 1. és a 2. szakasznak megfelelGen:

~1.szakasz: R—r<x{? <R +r;
~2.szakasz: 0<xP <R -,

A metszdsikok nyomvonalait piros szinnel rajzoltuk meg.
A (6) képlet alkalmazasahoz meg kell hatdroznunk az y valtozo értelmezési

tartomanyat, ill. annak hatérait, minden metszetre. Ez a Pitagorasz - tétellel torténik.
1. szakasz:

yI:\/(R+f)2—X§,i; i(1)=0,1,2,3,4. (7)
Fennall, hogy
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4. dbra
2. szakasz:
* 2
V= J(R=r)' =x3;;
ok 2 2 . ( 9 )
y, = \/(R +r) —Xg;; 1(2)=5,6,7.
Fennall, hogy
—Y; <Yy <V (10)
Y, <YPU <Y,
Az abrazolashoz felvett X, ; méretek a 4. dbran lathatok.
A felirt sszefliggések helyessége a 4. abran ellendrizhetd.
Most irjuk fel egyenként az dbrazolandé torusz - metszetek képleteit!
1. szakasz:
#0.70 Xgo =R 4T, (11)

most (7)és (11) - gyel:
Yo =0 (12)



Majd ( 8 ) - nak megfelelden:
Yio = 0.
Most (6), (11), (13) - mal:

2

2
Z(Xo,o’yl,o):i\/rz_(\/X3,0+Y12,o —R> =j:\/r2—(\/(R+r)2+02 ~R| =0,

tehat

z(xolo,ylyo) =0.

;
1 X :R+_’

171" 0,1 2

most (7 ) és (15) - tel:

2
. r 3
yLl_\/(R—'_r)Z_Xg,l:\/<R+r>2_[R+§] :\/r'[R+Z'r]’ tehat

. 3
yl,l :\/I’-[R +Z-r].

Most ( 8 ) szerint:

Y11 < Vi1 < Vi
majd (16 ) és (17 ) - tel:

,w{R+;qumg%{R+;q.

Ezutan ( 6 ) szerint:

Z(XO,l’ yl,l) — i\/rz - (\/ Xé,l + y12,1 - R)z 1

majd (15) - tel is:
r 2
/ﬂR+E]+yﬁ‘R

Z(Xo,u y1,1) =+ |1 —

W27 Xo, =R;
a fentiekhez hasonlodan:

*

Vio =R+ =xi, = [R+1)=R* = - 2R +7), tehat

(13

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)



Vi, =+ (2:R+r);

ezzel:
—\/I’-<2-R—|—r> < VY12 S\/r'<2'R+r>;

Z(XO,Z’yl,Z) - i\/rz _(\/X(Z),z + y12,2 - R)Z y azaz
Z(Xo 5 Y10) = j:\/r2 —(‘/R2 +Y5, — R)z.

r
7. X et R ——’
,,3. . 0,3 2

2
* r r
yLs:\/(R—i_r)z_Xé,s:\/<R+r)2_[R_§] = 3r'[R+Z]’ tehat
3:

. / r
A SL[R—FZ}

ezzel:
r r
— /Sr-[R +Z] <Y < /Sr-[R +Z];

2
Z(Xg31Y13) = i‘\/rz — (\/Xé,g +VYr;— R) , azaz

2
r
J[REJ R
,,4.”: X014 — R - r;

Voo = JRH1F =32, = (RH+1f —(R—1} =2.VRT, tenat

2

Z(Xg5 Y13) =% r’—

yI,4:2'VR'r;
ezzel:
-2-JR-r<y,, <2-VR-r;

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)



2
Z(X0,41Y1,4) - i\/rz - (\/XSA + y12,4 - R) » azaz

Z(Xo,4’y1,4):i\/r2_<\/<R_r>2+ylz,4 _R) - (32)
2. szakasz:
2

5.7 Xps :§'<R_r>; (33)

most a ( 9 ) képletekkel:

Voo =R —x, = \/(R iy —[%-(R - r)r R tehat

3

Yos =—(R—T); (34)

2
Vis = (R+r) =xs =\/(R+r>2—[§-(R—r>] =%-J5-R2 +26-R-r+5-12,
tehat az egyszeriibb alakkal:

Vis =J<R+r>2— 2] >

most a ( 10 ) képlet szerint:

bal
st <Y;5 < st, azaz

\/(R+r)2[§-(Rr)2 V5

<yba'<—? (R—r); (36)
tovabba

yz 5 < yJObb < y*;;, azaz

% (Rr)<y’°bb§\/(R+r)z[§(Rr)r- (37)
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2
Z(Xo,s’yz,s) — i\/rz _(\/XS,S + y§,5 - R) 1 azaz

Z(Xgs:Yo5) = £ rz[\/[§'<Rr>] +¥55 —R

(38)
1
6 X06:§'<R_r> (39)
* 1 ? 2\/§
yze_\/(R_r>2_X§,6 _\/(ROZ[_ (R_rﬂ :T'(R I‘), tehat
. 242
=232 (R-) (40)
1 ‘2
yzez\/(R—H)z—g-(R—r)‘ :g-\/Z-R2+5-R-r+2-r2,
tehat az egyszeriibb -alakkalz
- 1 ‘
yz,ez\/<R+r>2_ §°<R_r>‘ : (41)

most a ( 10 ) képlet szerint:

bal
_y26 <Y,6 = yzea azaz

—\/(R+r)2 —E-(R—r)z w22

<y < <—— ( —r);
tovabba

Yoo <Yoe <VYae azaz

%.( _r)<yl°bbg\/(RH)Z—E-(R—r)r- (42)

2
Z(Xo6:Ya5) = i\/rz - (\/X(z),e + yg,s - R) » azaz
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1 2
Z(Xo,sayz,e):i r’— \/[g(R_U] +y§,6_R

777',,: X0,7 — O;

Vor =y(R=1) =x%; =J(R—1) =0 =R—r, tehat
y;,7 =R-r;
Vi, =JR+17=x2, = JR+1F—0=R+r, tehat

Yo, =R+T;
most a ( 10 ) képlet szerint:

Yo7 <Y33 <Y, azaz
—(R+r1) <y <—(R-r),
tovabba

* jobb ok
y2,7 < y2,7 < y2,71 azaz

R—r<y®<R+r.

Z(Xo,7’y2,7) — :l:\/rz - (\/X(Z)J + y§,7 - R)Z 1 azaz
2(Xo71Y27) = :l:\/rz _(\/E_ R)Z'

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

A grafikonokat a Graph programmal készitettiik el, R = 50 mm, r =20 mm adatokkal.

Az eredményeket az 5. dbra mutatja be. Az abrak kis szépséghibaja, hogy a kdrdk

ellipszissé torzulnak. Ennek az az oka, hogy a képerny6 koordinata - rendszerének

vizszintes és fliggbleges tengelyén nem egyenld nagyok a skala - egysegek.

Az itteni eredmények szakirodalmi megfeleldinek térhatdsu megjelenitése a 6. abran

lathato.
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